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Modele perkolacji

_ Henryk Fuks

1. Wprowadzenie

Kazdy z nas jest dobrze zaznajomiony ze zja-
wiskiem przenikania plyndw przez porowate
materialy. Zjawisko to odgrywa szczegdlnie
wazna role nie tylko podczas przyrzadzania kawy
w ekspresie, ale przede wszystkim w roznora-
kich procesach geologicznych, a takze w proce-
sach wydobycia ropy i gazu. W komputerowych
symulacjach przeplywu plynw w skorupie ziem-
skiej czestokroc zachodzi potrzeba stworzenia mo-
delu niejednorodnego medium, przez ktory prze-
nika woda, ciekle kopaliny, lub inne substandje.

Wiele z takich symulacji opiera sie na tzw.
modelu perkoladi, fascynujacej teorii z pograni-
cza rachunku prawdopodabienstwa | fizyki sta-
tystycznej. Stowo , perkolacja" pochodzi od facin-
skiego percolatio, czyli przesaczanie, aczkolwiek
sam model perkolacji jest abstrakcyjna konstrukcg
matematyczng, ktéra moze byc (i czestokroc jest)
badana w catowitym oderwaniu od wspomnia-
nych procesow przenikania plynow.

WyobraZzmy sobie plaszczyzne z naniesiong
na nig siecig kwadratows, np. w postaci papieru
w kratke. Aby ominac problemy zwigzane z wa-
runkami brzegowymi, najlepiej bedzie, jezeli
wyabrazimy sobie kartke rozciggajaca sie we
wszystkich kierunkach do nieskoriczonosci. Taka
nieskonczona sie¢ kwadratowa oznaczana jest
zwykle symbolem 7. Nasza sie¢ w oczywisty spo-
s6b pokrywa plaszczyzne kwadratami, ktore na-
zywac bedziemy komdrkami sieci.

Zalozmy teraz, ze kazda komorka moze byc
w dwach mozliwych stanach, ,otwartym” lub
Lzamknietym"”. Przyjmijmy ponadto, ze stan kaz-
dej komorki jest przypadkowy i niezalezny od sta-
nu pozostalych komorek, a kazda komorka jest
otwarta z prawdopodobienstwem plub zamknie-
ta z prawdopodobienstwem 1-p. Jezeli wiec in-
teresuje nas jakié fragment naszej plaszczyzny na
ktorym mamy N komérek, to dla duzych N moze-
my oczekiwac, iz pN sposrd nich jest otwartych,
a pozostate 1-p zamknietych. Rys. 1 pokazuje
przykladowa konfiguracje sieci 50x50 z prawdo-
podobieristwem p=0.25. Komdrki otwarte ozna-
czono czarnymi kropkami. Widzimy wyraznie, ze
w niektorych miejscach utworzyly sie grupy otwar-

wiadomosci

tych komorek odizolowane od innych grup, jak
np. grupa otoczona niebieska linia. Kazda z ta-
kich grup nazwiemy klasterem (od ang. duster).

ratowey.

2. Matematyczne podstawy mo-
delu perkolacji

Bardziej precyzyjna definicja klastera wyma-
ga zdefiniowania komdrek sasiadujgcych, przez
co bedziemy rozumieli dwie komérki majace
wsp6iny bok. Podkresimy tutaj, Ze komarki ma-
jace wspolny tylko jeden naroznik nie bedg uwa-
zane za sasiadujace. Powiemy, ze dwie komorki
naleza do tego samego klastera, jezeli mozna je
polaczy¢ lancuchem zlozonym ze wzajemnie s3-
siadujgcych komorek.

PowrGcmy teraz do wspomnianego zjawiska
przesaczania. Wyobrazmy sobie, Ze nasza plasz-
zyzna pokryta siecig kwadratowa jest modelem
niejednorodnej skaly, gdzie ,zajete" komarki re-
prezentujq ziarma o duze] przenikalnosd, a ko-
mérki ,wolne” —ziama o mate] przenikalnosci.
Czytelnik moglby w tym miejscu zaprotestowac
i zarzucic takiemu modelowi nadmierne uprosz-
czenie rzeczywistosci: tak naprawde skaly nie sg
przeciez dwuwymiarowe, a ziama mineratow nie
majq ksztaltu kwadratéw. Jest to zarzut jak naj-
bardziej sluszny, jednak okazuje sie, ze badanie
nawet tak bardzo uproszczonego modelu pozwa-
la uzyskac walad w wiele niezmiernie interesujg-
cych aspektow teorii perkolacji.

Przyqladajgc sie raz jeszcze Rys. 1, zadamy
teraz nastepujgce pytanie: czy cecz moze prze-
saezy€ sie np. z gomego rzedu komorek do rze-
du dolnego? Bedzie to oczywiscie mozliwe tylko
wiedy, gdy bedzie istnial klaster faczacy te dwa
rzedy komarek. Jest jasne, ze istnienie takiego
klastera jest malo prawdopodobne dla matych p,
ale w miare zblizania sie wartodci p do jedynki,
bedzie to coraz bardzie] prawdopodobne. Tak
przynajmnie] zdaje sie mowic nasza intuicja.
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Rysunek 2 przedstawia wynik symulacji kom-
puterowe] perkolacji na sied 250x250 dla dzie-
wieciu réznych wariosd parametru p. Komarki
otwarte 0znaczono kolorem czamym, a zamkniete
bialym. Gémy rzad komérek pozostaje w kon-
takcie z cleczg, ki6ra przeplywa do sasiadujacych
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Rysunek 2. Przesqczanie cieczy przez siec kwadratowg
la réznych wartosci prawdopodabieristwa p.

komarek penetrujgc we wszystkich mozliwych
kierunkach tak daleko, jak to mozliwe. Komorki
otwarte, do kiorych dotarla ciecz, 0znaczono na
niebiesko. Widzimy wyraznie, Ze w pierwszych
czterech przypadkach ciecz nie dotaria do dolne-
go rzedu komorek, a w pozostalych pieciu przy-
padkach miafo to miejsce. Gdyby powtérzyc ten
eksperyment bardzo wiele razy i na bardzo duzej
sieci, okazaloby sie, ze klaster faczacy gorny
i dolny rzad istnieje dla p>0.59275, ale nie ist-
nigje dla p<0.59275! Liczbe p, =059275 nazy-
wamy wartosca krytyezng prawdopodobienstwa p.

Matematycznie precyzyjna definicie p, uzy-
skamy rozwazajgc siec nieskonczong. Zasadniczg
wielkoécig badang w matematycznej teoril per-
kolacji jest prawdopodobieristwo perkoladji 6(p),
okreélone jako prawdopodabiefistwo, ze dana
komérka nalezy do nieskonczonego Klastera
otwartych komarek. Poniewaz zadna komdrka nie
jest wyrdzniona, mozemy wybra $rodek ukladu
wspolrzednych jako punkt odniesienia i zdefinio-
wac 0(p) jako prawdopodobieristwo, ze $rodek
ukladu wspalrzednych naleZy do nieskoriczone-
go klastera otwartych komorek. Kluczowym zagad-
nieniem teorii perkolacj jest istnienie wartosd kry-
tycznej p_prawdopodobienstwa p takiego, ze
[:0 dla p<p.
U(P)1>I dla p>p..

Istnienie krytycznego prawdopodobieristwa
oraz fakt, ze 0<p,<1, zostalo udowadnione



w latach piecdziesigtych XX w. Wykazano wow-
czas rowniez nastepujacy fakt.

Twierdzenie 1 Prawdopodobienistvo istnie-
nia nieskoriczonego otwartego klastera % (p) jest
dane przez

0 dla
1 dla

P < Pes
P>p..

Oznacza to, ze nieskoriczony klaster pojawia
sie nagle, gdy prawdopodabienstwo p przekro-
czy wartos¢ krytyczng! Dowod tego zaskakuja-
cego fakiu mozna znalez¢ w monografii [1].

w(p_]={

3. Inne rodzaje perkolacji

Opisane powyzej zjawisko perkolacji nazy-
wane jest perkolacjg weztow (ang. site percola-
tion). Czesciej rozwazany jest jednak inny typ
perkolacji, zwany perkolacja wiezow (ang. bond
percolation), ktry polega na tym, ze zamiast
otwartych i zamknietych komérek mamy otwarte
lub zamkniete polaczenia miedzy punktami sieci.
Podobnie jak i wezesniej, kazde polaczenie mig-
dzy punktami jest otwarte [ub zamkniete nieza-
leznie od pozostalych polaczen, a prawdopodo-
biefistwo, ze dane polaczenie jest otwarte, ma
wartosc p. Rowniez i w tym przypadku nieskon-
czony klaster otwarty pojawia sie, gdy p osig-
gnie pewng krytyczng wartosc p,, aczkolwiek jest
ona inna niz w przypadku perkolacji wezlow. Kry-
tyczne prawdopodobienistwo dla perkolacji wig-
zan na sieci kwadratowej wynosi dokfadnie 1/2,
i jest znany formalny dowod tego faktu. Dla per-
kolacji wezlow wiemy jedynie, iz p=0.59275, ale
wyznaczenie jej dokladne] wartosdi pozostaje
otwartym (i trudnym) problemem matematycznym.

Oprocz perkolacji na sieci kwadratowe] bada
sie rdwniez sieci o innej topologii polaczen, np.
sie¢ trojkatna, heksagonalng, lub typu , bow-tie"
(Rys. 3).
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Rgsunek 3. Siec trofkatna (a), heksagonalna (b), i typu
~bow-tie” (c).

Sieciw przestrzeniach o wymiarze wigkszym
niz 2 sq réwniez rozpatrywane. Niezaleznie od
typu sieci, prawdopodobienstwo krytyczne dla
perkolagji wiezow nie przekracza nigdy prawdo-

podobienstwa krytycznego dla perkolacji weziow.
Mowi o tym nastepujace twierdzenie, kiorego
dowdd rowniez mozna znalezé w [1].

Twierdzenie 2 Niech G bedzie dowolng nie-
skoriczong siecig o wiasnosa takiej, Ze maksy-
malna ilos¢ wiezow wychodzacych z wezla jest
skoriczona | wynosi A. Prawdopodebienstwa
krytyczne dla perkolagji wiezow p**< i perko-
lagji wezldw p ** na sieci G spefniajg wowezas
zaleznosc

] Danef e site y A

A_lép(_ < piesS1=(l=plis):

Dla wigkszosci sieci spotykanych w prakty-
ce mozna wykazac nawet mocniejsza nierow-

Deatrel

nos¢ p,.

Dokladna wartos¢ krytycznego prawdopodo-
bienstwa jest znana tylko dla pieciu przypadkow
podanych ponizej [2].

<pl

siec p.
kwadratowa, perkolacia wigzéw 1/2
tr6jkatna, perkolacja wezlow 12
ti6jkatna, perkolacja wiezow  2sin(7T /18)

heksagonalna, perkoladja wiezéw 1-2sin(7T /18)
Jbow-tie", perkolacja wiezow

I—p,—6pl+6p:—pi=0
p.€(0,1),

Nie jest zreszta pewne, czy w innych wypad-
kach wyrazenia definiujace p_ z uzyciem funkdi
elementarnych w ogéle istnieja. Oczywiscie dla
dowalnej sieci mozna uzyskac przyblizong nume-
ryczng warto$¢ p_na drodze symulacji kompute-
rowych, co wymaga jednak dosc¢ ostrozne] eks-
trapolacji wynikéw uzyskanych dla sieci skoriczo-
nych na przypadek sieci nieskoriczonej.

W symulagjach komputerowych uzywa sie
2wykle eleganckiego i efektywnego algorytmu li-
czenia klasterow znanego jako algorytm Hoshe-
na-Kopelmana, opracowanego w potowie lat 70-
tych XX w. Aby zilustrowac zastosowania tego al-
gorytmu w przypadku perkolacji wiezéw na sieci
kwadratowej, na Rys. 4a,b pokazano sieci 50x50,
w ktérych pozostawiono odpowiednio 48% i 52%
otwartych wiezow. Poniewaz dla perkolaji wie-
20w na sieci kwadratowej p, =0.5, przedstawio-
ne konfiguracje odpowiadajg wartosciom praw-
dopodobieristwa p nieco ponizej (Rys. 4a) i nieco
powyzej punktu krytycznego (Rys. 4b), co jednak
trudno stwierdzi¢, poréwnujac te konfiguracje
wizualnie. Stosujac algorytm Hoshena-Kopelma-
na, mozemy jednak fatwo wyodrebnic najwiekszy
klaster w danej konfiguracji, a nastepnie oznaczy¢
go innym kolorem. Rezultat te] procedury pokaza-
no na Rys. 4ci 4d, gdzie najwiekszy klaster poko-
lorowano na czerwono. Mozemy teraz latwo sie
przekonac, ze najwiekszy klaster dla p=0.48 (Rys.
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4¢) nie faczy ani gémego rzedu z dolnym, ani tez
praweqo z lewym. Inaczej jest w przypadku
p=0.52 (Rys. 4d), gdzie czerwony (najwiekszy)
klaster zajmuje wiekszg czesc siedi.

Niezmiernie interesujacym zagadnieniem jest
takze zachowanie sie sieci w punkdie krytycznym
p=p, Przygladajac sie Twierdzeniu 1, zauwazy-
my, ze nieskoniczony klaster pojawia sie, gdy
p>p, a znika gdy p<p. Czy jednak nieskon-
czony klasteristnieje, gdy p=p? Okazuje sie, 7e
odpowied? na to pytanie jest negatywna dla sie-
¢ dwuwymiarowych, a takze gdy wymiar sieci
przekracza 18. Dla sieci w przestrzeni o wymia-
1ze d takim, ze 2<d <18 odpowied? nie jest
znana. WiekszoS¢ badaczy tego problemu wie-
rzy jednak, ze odpowledz jest negatywna wdo-
wolnym wymiarze wigkszym niz 1.

Co zatem dzieje sig, gdy p=p? Niech
P(|C| > n) oznacza prawdopodobienstwo, ze
srodek uklfadu wspéirzednych nalezy do klastera
o rozmiarze nlub wiekszym. Istnieja mocne prze-
slanki, aby spodziewac sie, ze

P(|C)zn= nda n—>o

gdzie O jest liczba zalezna od wymiaru sied,
zwana wykladnikiem krytycznym. Wartosc tego

wykladnika jest przedmiotem wielu hipotez i spe-
kulacji, czesto budzacych spore kontrowersje.

()

(c)
Rysunek 4. Perkolacja wiezow na sieci kwadratowej

la p=0.48 (a) i p=0.52 (b). PoniZej te same dwie
konfiguracje z najwiekszym klasterem oznaczonym
kolorem czerwonym.

(d) *

Wielu fizykow statystycznych uwaza na przykfad,
ze dla perkolacji wiezow na dwuwymiarowej sieci
kwadratowe] 6=91/5, co jednak na razie nie zna-
lazlo potwierdzenia w postaci formalnego dowo-
du matematycznego. Istnieje ponadto szereg in-
nych wykladnikow krytyeznych, opisujgcy zacho-
wanie rdznych wielkosci w okolicach punktu kry-
tycznego, i podobnie jak w przypadku, postulo-
wane sg dla nich konkretne wartosci, zwykle
w formie liczb wymiernych. Chociaz rygorystycz-
ne wyprowadzenie tych wartosc jest obecnie nie-
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‘mozliwe, trzeba dodac, ze znaczacy postep w tym

zakresie osiagnieto w przypadku przestrzeni
0 wymiarach wigkszych od 18.

4. Perkolacja ciagla i jej zastoso-
wania

Jak mielismy okazje sie przekona¢, model
perkoladii jest kopalnia interesujacych i dotych-
czas nierozwigzanych probleméw natury mate-
matycznej. Powrdcmy jednak teraz do zastoso-
wan tego modelu w geologii i zagadnieniach
zwigzanych z wydobyciem ropy i gazu. Jak juz
wspomnielismy, sie¢ kwadratowa nie jest bardzo
realistyczng reprezentacig np. porowatych skal,
dlatego nieco bardziej skomplikowane modele
perkolacji muszg byc zastosowane w celu uzy-
skania zadowalajacych i realistycznych symulad
procesow przenikania plynow przez skaly. Podob-
nie jest w wypadku modeli, w ktorych niejedno-
rodnosci wystepuja na makroskopowych odleglo-
Sciach. W praktyce mozemy np. miec do czynie-
nia z podtozem, ktére z dobrym przyblizeniem
sklada sie z materiatow nieprzepuszczalnych dla
interesujacego nas plynu, jak rowniez z materia-
low przepuszczalnych.

Materialem przepuszczalnym moga by np.
warstwy piasku (piaskowcow) réznoziarnistych
0zmiennym wysortowaniu, rozmieszczone w sfa-
bo przepuszczalnym podfozu. Chociaz przestrzen-
na dystrybucja takich warstw jest wynikiem r6z-
norakich procesow geologicznych, czesto mozna

W pierwszym przyblizeniu zaniedbac diugozasie-
gowe korelacje i uznac to rozmieszczenie za lo-
sowe. W takim przypadku role parametru p od-
grywa iloraz objetosci pokladéw piasku do cal-
kowite] objetosci rozwazanego obszaru. Mamy
wtedy do czynienia z tzw. perkolacig ciagl, gdyz
rejony przepuszczalne (piasek) moga by¢ uloko-
wane w dowolnym punkdie, a nie tylko w we-
Zlach siedi jakiego$ wybranego typu, jak to miato
miejsce w przypadku perkoladji na sieciach.

W pracy opublikowanej w ,,Petroleum Geo-
science” w roku 2001 [3], autorzy zastosowali tego
rodzaju model daglej perkoladi do oszacowania
(zasu potrzebnego na uzyskanie ciénienia produk-
cyjnego w odwiertach w czesciowo wyeksploato-
wanym polu naftowym, do kidrego wpompowa-
no plyn zwigkszajgcy cisnienie. Co interesujace,
w obliczeniach zostaly uzyte tzw. relacie skalowa-
nia podobne do wspomnianego powyzej réwna-
nia opisujacego P(| C| >n). Pozwolilo to na znacz-
ne skrécenie czasu obliczen w poréwnaniu z kon-
wencjonalnymi modelami geologicznymi, przy za-
chowaniu zgodnosci z tymi modelam.

Na zakoriczenie warto zaznaczy¢, Ze teoria
perkolacji znalazla zastosowanie w modelowa-
niu wielu innych zjawisk, do ktdrych naleza np.
przejscia fazowe typu przewodnik-izolator w
materialach kompozytowych, zelowanie polime-
réw, pozary lasow, epidemie chordb zakaznych,
i wiele innych. Zainteresowany czytelnik znajdzie
wigcej informadji na ten temat w pozycjach [2,

4]. Matematyczne aspekty omawia obszemie
monografia [1], jak réwniez interesujaco sie za-
powiadajgce nowoczesne ujecie [5], ktére ukaze
sie w drugiej pofowie tego roku.
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