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Streszczenie

W swojej znanej pracy z roku 1685 dotyczacej zagadnienia rektyfikacji okrggu, Adam
Adamandy Kochariski podat réwniez zestaw wymiernych przyblizen liczby 7 z nadmiarem
i niedomiarem. Konstrukcja tych przyblizen opiera si¢ na ciagu liczb nazwanych genitores,
ktérego poczatkowe wyrazy to 15,4697,5548,14774. Kochanski nie podal niestety metody
tworzenia tego ciagu, zapowiadajac jedynie, Ze zrobi to w zaplanowanej na przysztos¢ pracy
Cogitata & Inventa Polymathematica, ktéra jednakze nigdy nie ujrzata §wiatta dziennego. W
niniejszym opracowaniu odtwarzamy prawdopodobna metod¢ pozwalajaca wygenerowac gen-
itores, ponadto opisujemy podstawowe wlasnosci ciagu przyblizen 7 podanego przez Kochanskiego.
Rozwazamy réwniez zwiazek tych przyblizen z utamkami tadncuchowymi.

1. Wstep

Problem odgadnigcia wzoru na ogélny wyrazu ciaggu na podstawie jego pierwszych kilku wyrazéw
jest dobrze znany kazdemu matematykowi, bo chyba kazdy w swojej praktyce badawczej stanat
cho¢ raz w obliczu takiego zagadnienia. Moze to by¢ zadanie bardzo tatwe, tak jak np. odgad-
nigcie, ze 1,1,2,3,5,8,... to poczatek ciagu Fibonacciego. Moze to réwniez by¢ problem zu-
pelnie nieoczywisty, tak jak np. znalezienie ogdlnego wyrazu ciagu o poczatkowych wyrazach
1,2,4,10,30,106,426,1930, ... — zagadnienie, z ktérym niedawno musial si¢ zmierzy¢ autor [1].
Zagadki tego typu maja w sobie co$ bardzo pociagajacego chyba dla kazdego, kto zawodowo zaj-
muje si¢ matematyka. Jezeli natomiast mamy do czynienia z poczatkowymi wyrazami ciagu, ktory
pochodzi z pracy opublikowanej ponad trzysta lat temu, to problem staje si¢ jeszcze wielokro¢
bardziej atrakcyjny.

Takim wtasnie problemem jest sprawa intrygujacego ciagu, ktérego pierwsze cztery wyrazy, t.j.
15,4697,5548,14774, podal Adam Adamandy Kochariski w swojej pracy z roku 1685 dotyczacej
rektyfikacji okrggu. Ciag ten postuzyl mu to utworzenia wymiernych przyblizen liczby 7, jednak



ani wzoru na wyraz ogélny, ani nawet metody generowania kolejnych wyrazéw Kocharnski nie
podat. W niniejszym artykule dokonamy rekonstrukcji prawdopodobnego rozumowania, jakim
postuzyt si¢ Kocharski znajdujac swoje przyblizenia liczby 7, a zarazem odtworzymy algorytm,
jakiego uzyt generujac wspomniany ciag.

,Postaci Adama Adamandego Kochanskiego przedstawia¢ nie trzeba” — tak chyba nalezatoby
rozpoczaé artykul dotyczacy osoby jedynego polskiego matematyka doby Rzeczpospolitej Obo-
jega Narodéw, ktéry osiagnat Swiatowa stawe. Doswiadczenie autora zdaje si¢ jednak sugerowac
co$ niestety zupelnie przeciwnego: nazwisko Kochanskiego pozostaje w dzisiejszych czasach
w zasadzie catkowicie zapomniane, nawet wsrdd polskich matematykow, nie liczac oczywiscie
waskiego grona historykéw matematyki.

Jest to z pewnoscia sytuacja godna pozatowania, albowiem ks. Adam Adamandy Kochanski
SJ (1631-1700) byt postacia wybitna, a w dodatku osoba o niezwykle réznorodnych zaintere-
sowaniach. Matematyk, astronom i wynalazca, zajmowat si¢ rowniez alchemia, filozofia, naukami
humanistycznymi, a nawet jezykoznawstwem. Konstruktor zegaréw i machin, prowadzit prace nad
udoskonaleniem mechanizméw zegarowych, stworzeniem mechanicznej maszyny obliczeniowej,
jak réwniez zbudowaniem perpetuum mobile.

Mimo tak bardzo wszechstronnych zainteresowan, stosunkowo niewiele dziet Kochanskiego
ukazato si¢ w druku. Wigkszos$¢ jego prac matematycznych zostato opublikowanych w wychodza-
cym w Lipsku czasopiSmie Acta Eruditorum, w latach 1682-1696. Ponadto Kochanski pozostawit
po sobie bardzo obfita korespondencje, z ktérej znane sa obecnie 163 listy [2]. Wiele innych listow
badz zagingto, badZ ciagle czeka na odkrycie w réznych archiwach i bibliotekach europejskich.
Wsréd korespondentéw Kocharskiego byli tacy wybitni mu wspétczesni jak Gottfried Leibniz,
Athanasius Kircher SJ, Jan Heweliusz, Gottfried Kirch, i wiele innych znaczacych osobistosci
XVII wieku.

Po ponad trzech wiekach od $mierci Kochanskiego doczekaliSmy si¢ wreszcie wyczerpujacego
studium jego biografii i osiagnig¢, pidra ks. Bogdana Lisiaka SJ [3], jak rowniez wydania reprintéw
calej jego ocalatej tworczosci [4] 1 opublikowania wszystkich znanych listéw [2]. Mozna mieé
nadziej¢, ze przyczyni si¢ to w jakims stopniu do powrotu postaci Kochanskiego do zbiorowej
Swiadomosci.

Prace matematyczne Kochanskiego dotyczyty gtéwnie geometrii, a zwlaszcza zagadnien takich
jak kwadratura kota, trjwymiarowa wersja twierdzenia Pitagorasa, czy obliczanie dtugosci bokéw
wielokatéw wpisanych w koto. Ponadto interesowaly go kwadraty magiczne i ich modyfikacje,
problem miary uniwersalnej, tablice logarytmiczne sinus6w i tangensow, i wiele innych zagadnien.
Najwigksza stawe przyniosta mu jednak praca dotyczaca rektyfikacji okregu i przyblizen liczby
7, opublikowana w Acta Eruditorum w roku 1685 pod tytulem Observationes cyclometricae ad
facilitandam praxin accomodatae [5]. Praca ta jest obecnie tatwo dostgpna zaréwno w formie
reprintu [4], jak rowniez w formie elektronicznej wraz z ttumaczeniem angielskim i przypisami
opracowanymi przez autora [6].

Observationes cyclometricae nie jest praca calkowicie jednolita, albowiem zawiera w sobie
trzy doS¢ odrebne czesci. CzeS¢ pierwsza dotyczy wymiernych przyblizen liczby 7, czes¢ druga
podaje przyblizona konstrukcje rektyfikacji okregu, a czgsS€ trzecia powraca raz jeszcze do zagad-
nienia przyblizenia 7 przez tatwa do geometrycznego skonstruowania liczb¢ wymierna. Przed-
miotem niniejszego artykulu bedzie wtasnie czg$¢ pierwsza Observationes i wspomniany juz in-
trygujacy ciag liczb naturalnych, ktéry si¢ tam pojawia. Zanim jednak do tego przejdziemy, przed-
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Rysunek 1: Konstrukcja Kochanskiego.

stawimy pokrétce wynik, dzigki ktéremu Kochanski trafit do podrgcznikéw historii matematyki.

2. Rektyfikacja okregu

W czgsci drugiej Observationes, najczeéciej komentowanej i cytowanej, Kochanski przedstawit
przyblizone rozwiazanie problemu rektyfikacji okrggu, t.j. skonstruowania za pomoca cyrkla i lin-
ijki odcinka o dtugosci réwnej obwodowi danego okrggu. Zakladajac, ze okrag ma Srednice 2, jest
to oczywiscie rownowazne skonstruowaniu odcinka o dlugosci 7. Konstrukcja zaproponowana
przez Kocharskiego przedstawiona jest na rysunku 1, w doktadnie takiej samej formie jak w ory-
ginalnej pracy. Rozpoczynamy od narysowania pétokregu o promieniu AB ze Srodkiem w punkcie
A, wpisanego w prostokat BGHD. Rysujemy nastepnie lini¢ Al taka, ze {IAC = 60°. Przedtuzajac
dolny bok prostokata tak, aby HL bylo réwne Srednicy okregu, i rysujac lini¢ od 7 do L, uzysku-
jemy odcinek, krorego dlugosé, jak tatwo wykazac, wyraza si¢ wzorem

1
1L :5\/120—18\@:3.1415333.... (1)

Wielkos¢ ta zgadza si¢ z rozwinigciem dziesigtnym liczby & w pierwszych czterech miejscach
po przecinku. Powyzsza konstrukcja, czesto reprodukowana badZ w oryginalnej, badZ w un-
owoczesnionej 1 prostszej formie, zyskata sobie nazwe konstrukcji Kochariskiego.

Praca Observationes cylometricae nie konczy si¢ jednak na opisie tej konstrukcji. Tytulem
dodatku niejako (epimetri loco), Kochanski podaje jeszcze przyblizenie liczby @ w formie sumy
wielokrotnosci i podwielokrotnosci 1/32, a mianowicie

6, 4 L 1 3217 6015625,

T T 2 3 % T 10

co zgadza si¢ z 7 na pierwszych trzech miejscach po przecinku. Autor stusznie uznat taka doktad-
no$¢ za wystarczajaca w zastosowaniach mechanicznych.

Konstrukcja Kochanskiego zdobyla mu uznanie w oczach wspéiczesnych, a takze miejsce w
klasycznych podrecznikach historii matematyki, takich jak na przyktad [7], [8], czy tez [9], aby



wymieni¢ tylko kilka. Jednak praktycznie nikt, o ile autorowi wiadomo, nie zainteresowat sig¢
wynikiem uzyskanym przez Kochanskiego w pierwszej czgsci Observationes, choé, jak zobaczymy
ponizej, z dzisiejszego punktu widzenia jest to wynik moze i ciekawszy niz przyblizona rekty-
fikacja okrggu.

3. Ciagi wymiernych przyblizen liczby 7

Pierwsza czg$¢ Observationes jest jednoczes$nie czgScia najobszerniejsza. Kochariski przedstawia
w niej dwa ciagi przyblizen liczby 7, z ktérych jeden stanowia przyblizenia z niedomiarem, a drugi
z nadmiarem. Pig¢ pierwszych wyrazéw tych ciaggéw podanych jest w formie tabeli (str. 395 w [5]
lub str. 2 w [6]). Uzywajac wspoétczesnego zapisu, przyblizenia te maja nastepujaca postac.
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Jak to wpomniano w oryginalnej pracy, dwa spoSréd powyzszych utamkéw moga by¢ dalej skré-
1667438 __ 833719 : 9254583360 __ 96401910 P . .

CONE, 534762 = 265381 | 2045825376 — 30685681 podczas gdy p(.)zos.tal? sq Juz zapisane w formlef

nieskracalnej. Oznaczmy utamki pojawiajace si¢ po lewej stronie nieréwnosci (2) jako P,/Q,, zas

te po prawej jako R, /S,, dzigki czemu zesp6t nier6wnosci (2) bedziemy mogli zapisaé jako

P, R,

ST 3)

Qi’l Si’l
gdzien=0,1,2,3,4. W jaki sposdb skonstruowane zostaty utamki P, /Q, i R, /S, ktore nazwiemy
tu, odpowiednio, n-tym dolnym i gérnym przyblizeniem? Kochariski daje na to odpowiedz, ktdra
we wspoétczesnym jezyku mozna opisac nastgpujaco. Przyblizenia konstruuje on rekurencyjnie, z
uzyciem réwnan

Ont1 = SpXn+1, 4)
Put1 = Ruxn + 3, (5)
Sn+1 :Sn(xn+1)+17 (6)
Ry :Rn(xn+1)+37 (7

przyjmujac poczatkowa warto$¢ Ry = 22, So = 7. W powyzszych wzorach x, to n-ty wyraz
pewnego ciagu liczb naturalnych, ktéry Kochariski okresla jako genitores, podajac pierwsze cztery
wyrazy tego ciagu,

15,4697,5548,14774. (8)

Niesty, nie wyjasnia, skad ten ciag si¢ bierze, piszac tylko:
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Methodicam praedictorum Numerorum Synthesin in Cogitatis, & Inventis Polymath-
ematicis, que, si DEUS vitam prorogaverit, utilitati publice destinavi, plenius ex-
ponam.!

Cogitata & Inventa Polymathematica nigdy si¢ jednak nie ukazaty w druku. By¢ moze istnialy
w rekopisie jakie$ notatki dotyczace tego ciagu, ale wszystkie rekopisy Kochariskiego zgromad-
zone w Bibliotece Narodowej sptongty w czasie Powstania Warszawskiego, kiedy to biblioteke z
premedytacja podpalili niemieccy okupanci.

Wg wiedzy autora, nikt nie prébowat do tej pory odtworzy¢ algorytmu generujacego geni-
tores. W najbardziej wyczerpujacej z opublikowanych do tej pory analiz twérczo$ci matematy-
cznej Kocharnskiego [10], Z. Pawlikowska réwniez nie podata wyjasnienia tej zagadki.

W dalszej czgSci artykutu sprébujemy odtworzyé najbardziej prawdopodobng metodg, ktéra
mogt si¢ postuzyé Kochariski konstruujac tajemniczy ciag genitorum. Pokazemy réwniez, ze
metoda ta pozwala skonstruowac ciagi dolnych i gérnych przyblizen dazacych w granicy do 7,
albo, w swej ogoélniejszej formie, do dowolnej zadanej liczby niewymiernej. Rozwazymy pon-
adto interesujacy zwiazek tej metody z utamkami taficuchowymi, a takze wyjasnimy, dlaczego
Kochariski poprzestat na czterech tylko wyrazach wspomnianego ciagu.

4. Genitores i ich konstrukcja

Czytajac pierwsze strony Observationes zdaje si¢ rozsadnym przypusci¢, iz punktem startowym
rozwazan Kochariskiego byto znane juz od czaséw Archimedesa przyblizenie £ utamkiem 22 /7.
Kocharski znat tez doktadniejsze przyblizenia

333 cq< 355
106 113’

czgsto przypisywane Metiusowi, w rzeczywistosci pochodzace jednak od Szymona z Quercu [11,
12, 13]. Jest tez mozliwe, ze Kochanski zaobserwowal, iz dolne przyblizenie Szymona z Quercu
mozna otrzymac z przyblizenia Archimedesa uzywajac konstrukcji znanej jako proportionum in-
termedia, czyli $rednia proporciji. Srednia proporcji dwéch utamkéw 5 1 7 zdefiniowana jest jako

27—2 1 utamka %,

(€))

a+b 333 . . P . .. .
orq- Utamek 752 okazuje si¢ by¢ Srednia proporcji rozszerzenia

333 22-1543
106 7-15+1°

Skad jednak bierze si¢ tu czynnik 15?7 Kluczowa obserwacja jest to, ze 15 to czynnik niejako
»optymalny”, bedacy najwigksza liczng naturalng x, dla ktérej warto$¢ utamka 27%;‘113 pozostaje
mniejsza od . Kocharski tatwo mégt dojs¢ do tego wniosku metoda préb i biedow.

Nastepna kluczowa obserwacja jest fakt, ze gorne przyblizenie Szymona z Quercu mozna
otrzymac¢ w analogiczny sposéb, zastgpujac tylko otrzymana poprzednio liczbg 15 liczbg zwigk-
szong o jednos¢,

(10)

355  22-16+3
113 7-16+1°

(1)

"Wyjasnie petniej metodg generowania powyzszych liczb w Cogitata & Inventa Polymathematica, ktére to dzieto,
jesli Bog zycie przediuzy, przeznaczylem ku pozytkowi publicznemu. (transl. H.F.)

5



Jedli teraz zastosujemy taka sama procedurg do % W miejsce %, to otrzymamy kolejna parg
przyblizen,
355-4697+3 1667438 (12)
113-4697+1 530762’
355-4698+3 1667793 (13)
113-4698 +1 530875’
gdzie 4697, jak poprzednio, jest najwigksza liczba naturalng x dla ktorej ﬁgﬁ? < m. Latwo

sprawdzi¢, ze rekursywne zastosowanie tej metody pozwala otrzymac ciagi przyblizen (2), a liczby
x otrzymywane w kolejnych krokach tworza zadany ciag genitorum.

Zauwazmy, i1z jest to metoda raczej prosta w swej istocie, 1 nie wymagajaca niczego poza
podstawowymi operacjami arytmetycznymi. Nawet wyznaczenie wartoSci x dla pierwszych kilku
krokow jest jak najbardziej mozliwe przy uzyciu metody préb i btedéw, i tatwo sobie wyobrazic,
ze Kochanski, ktory byt bardzo cierpliwym rachmistrzem (opracowywat wszakze recznie tablice
logarytméw), mégt sobie z tym poradzi¢ bez wigkszych kltopotow.

Pozostaje teraz wykazaé, ze procedura powyzsza istotnie generuje ciagi coraz lepszych przy-
blizefi liczby 7, oraz ze ciagi te daza do @ w granicy n — co. Nie twierdzimy tu oczywiscie, ze
Kochanski znat formalne dowody tych faktow, tym bardziej, ze formalne pojecie granicy nie byto
wowczas znane. Dowody przytoczymy jedynie ,,dla kompletno$ci wyktadu™.

5. Zbieznos¢ przyblizen Kochanskiego

Metoda konstrukcji kolejnych przyblizen liczby & opisana powyzej moze by¢ zastosowana w przy-
padku dowolnej dodatniej liczby niewymiernej, ktéra oznaczymy tu jako .

Niech R i S bgda liczbami naturalnymi takimi ze R/S > «. Lacznie z czgscia catkowita o, tu
oznaczona jako | ¢ |, spetniaja one nieréwnosé

Lo] R
—<a< . 14
1 S (14)
Lewa strong powyzszej podwdjnej nieréwnosci zapisaliSmy jako @ w celu uwypuklenia faktu,

ze interesuja nas przyblizenia liczby o w formie utamkéw. Utamki pojawiajace si¢ po lewej 1
prawej stronie tej nierdwnosci mozemy potraktowac jako, odpowiednio, przyblizenia liczby o z
niedomiarem i z nadmiarem.

Przypusémy, ze chcemy teraz zacie$ni¢ powyzsza nieréwnos¢. Jak zaraz zobaczymy, mozna
to osiagnal obliczajac Srednig proporcji rozszerzenia przyblizenia z nadmiarem i przyblizenia z
niedomiarem, tzn. rozwazajac ulamek w formie

Rx+ |
Sx+1

gdzie x jest pewna liczba naturalna. Aby wyjasni¢ to doktadniej, zauwazmy najpierw, ze funkcja

; (15)

flx)= %, potraktowana jako funkcja zmiennej rzeczywistej x, ma dodatniag pochodna wszedzie
poza x = —1/S, gdzie jest niezdefiniowana, i ze istnieje x takie, ze f(x) = o, dane przez x =

(a—|a])/(R— aS). Majac to na uwadze, genitor Kochanskiego moze by¢ zdefiniowany jak

nastgpuje.



Definicja 1 Niech o bedzie dodatniq liczbq niewymierng, i niech R, S bedq liczbami naturalnymi
spetniajqcymi warunek g > a. Genitor liczb R i S wzgledem o definiujemy jako

o—|a]
R,S) = . 16
Zauwazmy, ze jesli g (R,S) >0, to g (R, S) jest najwigksza liczba naturalna x spetniajaca warunek
R)H»_M < tZn

Sx+1 » 121 al
Rx+ |«

R,S) = N:—— < a}. 17

g2a(R,S) = max{x € 1 } (17)

Genitores znalezione przez Kochanskiego moga teraz by¢ zapisane w formie gr(22,7) = 15,
gr(355,113) = 4697, g(1667793,530875) = 5548, and g7(9254583360,2945825376) = 14774.
Uzywajac powyzszej definicji, mozemy teraz zacie$ni¢ nieréwnosci (14).

Stwierdzenie 1 Jezeli a € IQ™, R,S € QT % > o i jezeli genitor go (R, S) jest dodatni, to

Rgo(R,S)+ | R R,S)+1)+ | R
Sga(R,S)+1 S(ga(R,S)+1)+1 S
Druga i trzecia nier6wnos¢ sg prosta konsekwencja definicji g (R,S) i réwnania (17). Pierwsza
nier6wno$¢ moze zosta¢ udowodniona nastgpujaco. Poniewaz R/S > o, mamy R/S > ||, i
dlatego Rgq(R,S) > | a|Sga(R,S). Wynika stad, iz

Rga(R,S)+ |a] > [a]Sga(R,S) + [a],

Rgo (R,S) + LO‘J

> |lal,
SgalRoS)+1 L
jak bylo wymagane. Aby pokazaé ostatnia nier6wnoS¢ zauwazmy, ze
R(ga(R,S)+1)+|a] R |a|S—R

S(ga(RS)+1)+1 S S(S(ga(R,S)+1)+1)
Poniewaz R/S > | a|, licznik musi by¢ ujemny, skad wynika ostatnia nieréwnos$¢ (18). O
Powyzszy wynik umozliwia nam zacieSnienie nieréwnosci (14), wigec nastepnym logicznym
krokiem jest rekursywne zastosowanie tegoz zacieSniania. Mozemy teraz formalnie zdefiniowac
algorytm generujacy kolejne, coraz doktadniejsze wymierne przyblizenia liczby .

Definicja 2 Niech a € IQ™ i niech Ry,Sy bedq liczhami naturalnymi takimi, ze Ry/So > o i
ga(Ro,S0) > 0. Przyblizenia Kochanskiego liczby o rozpoczynajace si¢ od Ry,Sy to ciagi liczb
wymiernych {P,/Qn}r_i i {Rn/Sn} o 2definiowane rekursywnie dla n € N U{0} przez réwnania
Pii1 =Rux,+ | ], (19)
Oni1 = Spxn+1,
Ry = Rn(xn + 1) + |_aJ7
Sn+1=Sn(xn+1)+1,

gdzie x, = go(Rn,Sy). Elementy ciqgu {P,/Qn}>_, beda nazywane dolnymi przyblizeniami, a

n=1
elementy ciqgu {R,/Sn};_, — gérnymi przyblizeniami.
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Zauwazmy natychmiast, ze

Pn:Rn_Rn—l; (20)
Qn :Sn_Snfla (21)

dlatego wystarczy nam ograniczy¢ si¢ do rozwazania ciagéw R, 1 S,. Majac R, 1 S,, mozemy tatwo
utworzy¢ zaréwno dolne, jak i gérne przyblizenia.

Stwierdzenie 2 Przyblizenia Kochariskiego majq nastepujqce witasnosci:

(i) x, jest ciqgiem niemalejqcym o dodatnich wyrazach,

P R, R
(i) o) < 2 <o <=2 <=2 dia kazdegon > 1,
Qn Sn SO

o Ry .
(iii) 5 Jest ciqgiem malejqcym,
n

N
(iv) — jest ciqgiem rosnqcym,
n

R P
(v) lim =" = lim - = a.
n—eo S, n—oo Q,
Dla wykazania (i), poniewaz x,, = go(Ry,Sy) jest zdefiniowane jak w réwnaniu (16), nalezy
wykazaé, ze R, — &S, jest nierosnacy. Aby to zrobié, zbadajmy znak wyrazenia

R,—aS,— (Ryy1 — 0Sy+1) =Ry — oSy — (Ry(x, + 1)+ |])
+a(Sy(x,+1)+1)=0—|a] — (R, — aS,)x,
a—|a
=0— o] —(R,—oSy) | ——— | .
o)~ (®, 5, | £ |
Ostatnie wyrazenie, na mocy definicji operatora |- |, musi by¢ nieujemne, dlatego ciag R, — a.S,
jest nierosnacy, a zatem x,, jest niemalejacy. Poniewaz definicja przyblizen Kochanskiego wymaga,

aby xg byto dodatnie, wszystkie pozostate wartosci x,, musza réwniez by¢ dodatnie.
Witasno$¢ (ii) jest konsekwencja Stwierdzenia 1, co staje si¢ jasne, gdy zauwazymy, ze

I& B Rn—l(xn—l +1)—|—3
Sp Su—1(gor+1)+17

jak réwniez
P, . Ry 1x,-1+3

On Sp—1xp—1+1 ’

gdZie Xn—1 = ga(Rn—bSn—l)~
Aby pokazac (iii), obliczmy réznicg dwéch kolejnych wyrazéw ciagu R, /S,,

I& Rn—l . Rn—lyn—l + LaJ Rn—l

Sn Sn—1 B Sn—1yn—1+1 Sn—1 ,
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gdzie definiujemy y,—| = go(Ry—1,Sn—1) + 1. Dzigki temu uzyskujemy

Rn Rn—l . (Rn—lyn—l + LaJ )Sn—l _Rn—l(Sn—l)’n—l + 1)

Sn o Su1 Sn—l(Sn—lyn—l =+ 1)
_ LaJ Sn—l — Ry
Sn—1 (Sn—lyn—l + 1)

<0,

poniewaz, na mocy (ii), R,—1/S,—1 > | &|. Ciag R, /S, jest wigc malejacy. Dowdd wtasnosci (iv)
jest bardzo podobny i dlatego go pominiemy.

Zauwazmy teraz, ze R, /S, jest ograniczony z dotu przez a i malejacy, a wigc musi by¢ zbiezny.
Podobnie, % = RnRu-y jest ograniczony z gory przez O i rosnacy, wigc rowniez zbiezny. Aby

Sn_Snfl
. . Lo D . Ryi—R,_
udowodnic (v), wystarczy wigc pokazaé, ze granice ciagéow % i S"_—S”ll
n n n—

réwnowazne, ze
. Rn Rn - Rn—l
1 — | =0. 22
&2 (Sn Sn—sn_l) (22)

Zaczniemy od zdefiniowania Y, = R,,/S, — P,/ Q, i zaobserwowania, ze

sa réwne, albo, co jest

Ry, Ry,—Ry o Ry—18n — RnSn—1

fh= S_n_ Sn_Sn—l B Sn(Sn_Sn—l)

Podstawiajac R, = R,—1(xy—1+ 1)+ [ 0| 1Sy = Sp—1(x4—1 + 1) + 1, otrzymujemy po uproszczeniu

R,
R —lalSe 5o lal
Yo = =3 : (23)
Sn(Sn_Sn—l) Sn(ﬁ—l)
Poniewaz ciag R, /S, jest malejacy, a jego poczatkowy wyraz to Ry/Sp, mozemy napisaé
Ro Ro
<L —|o <L —|o
B (o) B g o

Th < = )
(s =1 Sl +57)
gdzie uzyliSmy podstawienia S, = S,_1(x,—1 + 1)+ 1 i gdzie x,—1 = go(Ry—1,S,—1). Poniewaz
ciag x, jest niemalejacy, a S, rosnacy, wnioskujemy, ze %, — 0 gdy n — oo, co nalezalo pokazac.
O

Zauwazmy jeszcze, ze ciag x, jest tylko niemalejacy, i moze si¢ zdarzy¢, ze dwie kolejne
wartosci x,, beda takie same. Dla przyktadu, gdy a = v/2i Ry /S = 3/2, otrzymujemy

{xn}ig=2,4,4,15,17,77,101,119,...,

a zatem w tym przypadku x; = x,.

6. WartoSci poczatkowe

Pozostaje nam jeszcze do wyjasnienia sprawa wyboru wartosci poczatkowych Ry, So. Definicja
2 wymaga aby genitor tych wartosci byt dodatni, jak wigc wybraé Ry, Sy aby ten warunek byt

9



spetniony? Zauwazmy najpierw, ze druga w kolejnoSci para przyblizen (%, ?STg) pojawia sig

rowniez jako redukty rozwinigcia 7 w utamek tancuchowy. Nie jest to bynajmniej przypadek, jak
zaraz zobaczymy.
Przypomnijmy najpierw dwie istotne wlasnoSci rozwinigcia dodatniej liczby niewymiernej o

w utamek tancuchowy

1
o =ay+

al +
as +
as +

1

as+ .
Reduktem p, /g, nazywamy utamek (w nieskracalnej formie) otrzymany przez pominigcie w powyzszym

utamku tancuchowym wszystkich ,,pigter” ponizej a,. Pierwsza wlasnoscia, ktéra przypomnimy
bedzie algorytm pozwalajacy na otrzymanie reduktéw i liczb a, rozwinigcia taficuchowego.

Stwierdzenie 3 Kolejne redukty p,/qy liczby @ mozna otrzymac stosujqc rekursywnie réwnania

og,—1 — _
s = {MJ , (25)
Pn— O0qy
Pn+1 = PnQpil + Pu—1, (26)
Gn+1 = Gnani1 +qn-1, 27

z wartosciami poczatkowymi ag = | & |, a; = Lﬁj, po=ap, go =1, p1 = apa; + 1, g1 = ay.

Dla przyktadu, stosujac ten algorytm dla @ = &, otrzymujemy

)" [3 22 333 355 103993 104348 208341 312689
{5} {T’7’ 1067 1137 33102 * 33215’ 66317 * 99532
833719 1146408 4272943 } -
2653817 364913 " 1360120

n=0

Redukty mozna uzna¢ za najlepsze wymierne przyblizenia liczb niewymiernych, co formalnie
wyraza si¢ jak nastepuje.

Stwierdzenie 4 Jezeli p,/q, jest reduktem liczby niewymiernej ., a p/q jest dowolnym utamkiem
spetniajacym q < qp+1, to
|92 0 = pa| < |ga—pl. (29)

Elementarne dowody obydwu powyzszych stwierdzen mozna znalezé np. w [14]. Zauwazmy
réwniez, ze kolejne redukty p,/g, sa na przemian wigksze i mniejsze od a, a doktadniej, dla
nieparzystych n mamy zawsze p,/q, > @, podczas gdy dla parzystych n, p,/q, < o.. Rozwazmy
teraz jaki$ nieparzysty redukt pyii1/qaks1, 1 niech p = |a], ¢ = 1. Nieréwnosé (29) przyjmuje
wowczas postac

Poks1 — Oqois < 00— |at], (30)

10



a stad
o—|of

> 1. 3D
P2k+1 — Oq2k+1

Przywotujac definicje¢ genitoris dang réwnaniem (16), otrzymujemy g ( D2k+1,92k+ 1) > 0, co prowadzi

do nastgpujacego wniosku.

Whiosek 1 Jezeli pyri1/qors1 jest nieparzystym reduktem liczby niewymiernej Q., to spetniony
Jjest warunek go(pak+1,q2k+1) > 0, a zatem Ry = paxr1, So = qoxr1 moga byc uzyte jako wartosci
poczatkowe w konstrukcji przyblizeri Kochariskiego. W szczegolnosci, przyblizenia Kochariskiego
mogq by¢ wygenerowane zaczynajqc od pierwszego reduktu liczby a, biorqc Ry = apa; +11i Sy =
ay, gdzie ap = | o], a; = |1/(0c —ap) |.

Zauwazmy, ze Kochanski w swojej pracy istotnie przyjat jako poczatkowe przyblizenie pierwszy
redukt 7, biorac Ry /So = 22/7. Naturalnie, jesli rozpoczniemy od pierwszego reduktu zaktadajac
Ro = p1, So = q1, to pierwsze dolne przyblizenie Kochanskiego bedzie jednoczesnie drugim reduk-
tem, P = p», Q1 = g2, co faktycznie ma miejsce w pracy Kochariskiego, gdzie P, /Q = p2/q» =
333/106. Pozostate przyblizenia nie musza by¢ reduktami, i zwykle nie s, aczkolwiek moze si¢
zdarzy¢, ze redukty pojawia si¢ w ciagu przyblizen gérnych lub dolnych. Dla przyktadu, gdy
o = 7, otrzymujemy R /S| = p3/q3 = 355/113 jak réwniez P,/ Q, = ps/qs = 833719/265381.

Nalezy tu réwniez dodaé, ze wybor pierwszego reduktu jako poczatkowej wartoSci przy tworze-
niu przyblizeri Kocharskiego jest najbardziej naturalnym wyborem. Sposréd wszystkich par Ry, So
gdzie Sy < 106, jedynymi przypadkami dla ktérych g(Ro,So) > 0 sa R = 22k, S = Tk, gdzie
ke {1,2,...,15}. Jesli chcemy otrzymac utamki wyrazone jak najmniejszymi liczbami natural-
nymi, to kK = 1 jest oczywistym wyborem.

7. Uwagi koncowe

PrzedstawiliSmy rekonstrukcje algorytmu pozwalajacego utworzy¢ ciagi wymiernych przyblizen
liczby 7, ktérych poczatkowe wyrazy ogtosit Kochanski w swojej pracy [5]. PokazaliSmy réwniez,
ze analogiczne ciagi mozna utworzy¢ dla dowolnej liczby niewymiernej. Przy wiasciwym wyborze
wartosci poczatkowych, ciagi te zbiezne sa do liczby, ktéra maja przyblizac.

Uzywajac tych wynikéw, mozemy teraz wygenerowac znacznie wigksza liczbg wyrazéw ciagu
genitorum dla o = 7, zaktadajac Ry/Sp =22/7,

()0 = {gn(Rn, Su) }oo = {15,4697,5548, 14774,33696,61072, 111231,
115985,173819,563316,606004,...}. (32)

Proponujemy nazwac ten ciag ciggiem Kochariskiego. WtaSciwe hasto zostalo juz utworzone
w ,,Online Encyclopedia of Integer Sequences”, gdzie ciag ten otrzymal numer A191642 [15].
W tejze encyklopedii czytelnik znajdzie krétkie programy w Maple 1 Pari pozwalajace wygen-
erowaé dowolng liczbg wyrazéw, jak réwniez pierwsze 1000 wyrazéw ciagu.

o—|of

R,—aS,
iera tylko cztery genitores. Azeby obliczyC x,, nalezy zna¢ m z wystarczajaca dokladnoscia.
Na przyktad, potrzeba zna¢ 20 cyfr po przecinku w rozwinigciu & aby méc obliczy¢ xg do x3.

Wiedzac, ze x, = { J, mozemy teraz zrozumieé, dlaczego praca Kochanskiego zaw-
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Kochariski znat wynik Ludolpha van Ceulena, ktéry obliczyt 35 cyfr rozwinigcia of &, co bylo
wigcej niz wystarczajace do obliczenia x4. Jednakze Kochanski w swojej pracy, co widaé w za-
mieszczonych tam tabelach, wykonywatl wszystkie obliczenia zachowujac ,,tylko” 25 znaczacych
cyfr, a to bylo o jedna cyfre za mato aby moc obliczy¢ x4.

Interesujacym jest réwniez poréwnanie definicji 2 i algorytmu pozwalajacego otrzymacl re-
dukty p,/q, przedstawionego w Stwierdzeniu 3. Kochariski zawsze dodawat 3 i 1 do licznika i
mianownika swoich przyblizen, poniewaz, jak napisaliSmy wczesniej, zawazyl, ze

22-154+3 333 22-16+3 355
7-15+1 106" 7-164+1 113"

(33)

Nie zauwazyt niestety, ze
333-1+22 355

106-1+7 113’

co znaczy, ze zamiast szuka¢ najwigkszego x dla ktérego (22x+3)/(7x+ 1) < 7, mozna wziaé
poprzednie dwa przyblizenia, 22/7 and 333/106, i szuka¢ najwigkszego x takiego, ze (333x+
22)/(106x+7) > m. Gdyby to zrobil, bylby otrzymat redukty i, byé moze, odkryt utamki tafcu-
chowe. Jego genitores bylyby wéwczas wartosciami a,, w rozwinigciu 7 w utamek tancuchowy.
Poniewaz tak si¢ jednak nie stato, utamki tancuchowe musiaty poczekac do r. 1695, kiedy to John
Wallis przedstawit podstawy ich teorii w swoim dziele Opera Mathematica [16].

Pozostaje do wyjasnienia jeszcze jeden zagadkowy szczegdt. W definicji 2 zauwazy¢é mozemy,
ze przyblizenie P,/Q, zaczyna si¢ od n = 1, a nie od n = 0, jak to ma miejsce w przypadku R, /S,.
Istotnie, wartoSci Py i Qg nie sa wcale potrzebne do rozpoczgcia rekursji. Pomimo tego, w pracy
Kochariskiego w drugim rzgdzie tabeli przyblizefi £ mozna znaleZ¢ parg przyblizen odpowiadaja-
cych n =0, mianowicie Py/Qp = 25/8. Liczby te nie sa potrzebne do dalszych obliczer, i Kochariski
nie wyjasnia, w jakim celu umiescit je w tabeli. Mozemy tylko spekulowad, ze chciat, aby tabela
wygladata ,,symetrycznie”, dlatego wstawit tam jakiS§ arbitralny utamek przyblizajacy 7 z niedo-
miarem.

(34)
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